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CONSIDERATII METODICE PRIVIND PREDAREA GEOMETRIEI CERCULUI iN
SCOALA

Aspecte metodice privind predarea geometriei cercului in gimnaziu si liceu

Necesitatile aferente distributiei materiei, fac ca programa sa aseze primele cunostinte despre
cerc (definitie, constructie, elemente, pozitii relative) in geometria clasei a VI-a; geometria clasei a
VIl-a continuad studiul cercului in urmatoarea ordine: determinarea cercului, elementele cercului,
pozitiile unei drepte fatd de cerc, unghi la centru inscris in cerc, patrulater inscriptibil si incheie
studiul cercului Th geometria clasei a 1X-a astfel: definitii, coarde, arce, unghi la centru, unghi inscris,
poligoane inscrise si circumscrise, probleme de loc geometric, pozitia relativa a doua cercuri, puterea
punctului fata de cerc, lungimea si aria cercului.

Dupa ce in clasa a VI-a elevii au invatat definitia cercului si constructia lui cu ajutorul
compasului, in clasa a VIl-a completeaza cunostintele referitoare la cerc, iar in clasa a IX-a le
consolideaza.

Ei au studiat deja bisectoarea unui unghi si mediatoarea unui segment ca locuri geometrice, au
insusiti aceastd notiune de loc geometric, deci o putem utiliza in definirea cercului. Ti vom determina
pe elevi sd inteleaga ca orice punct al cercului are proprietatea ca se afld la distanta data r de O se afla
pe cercul dat. In plan nu mai exista alte puncte decat cele de pe cercul desenat, care si fie la distanta r
fata de O.

In acest capitol avem doua serii de teoreme: teoreme simple, usor de intuit, de demonstrat,
cum sunt cele referitoare la coarde si arce, diametrul perpendicular pe o coarda, congruenta coardelor
si a distantelor de la centrul cercului la acestea, pozitia dreptei fatd de cerc, teoreme mai greu de
inteles si intuit in formd generald si completd cum sunt cele referitoare la unghi inscris in cerc,
patrulatere inscriptibile. Avem in plus si o problema noud, aceea a determinarii cercului. Enuntul de a
construi un cerc este legat in mintea copilului, prin toatd experienta lui anterioara, de ideea: am
centrul si raza. Pentru prima data ii cerem sa construiasca un cerc, fard a-i da centrul si raza, urmand
ca el sa le gaseascd in conditiile date. Urmarim ca elevul sa inteleagd ca aceastd conditie “sd treaca
prin trei puncte date” determind in mod unic cercul. Aceastd idee nu este inteleasd bine , decat in

confruntare cu contrara ei, cerc nedeterminat.

Incepem deci cu problema: Se di un punct A. Si se deseneze un cerc care trece prin A. Dupi
ce inlaturam unele nelamuriri in legatura cu ce inseamna ,,a trece prin A” (unii elevi inteleg sa-l ia pe
A centru), scoatem In evidenta faptul ca putem construi “multe” cercuri trecand prin A, centrele
acestor cercuri fiind oriunde n plan.

Punem acum problema de a construi un cerc care sa treaca prin doud puncte distincte A si B.
Ghidati de cazul precedent, luand centrul la intdmplare, observam ca cercul poate trece prin A, dar nu
prin B, ceea ce Inseamna ca centrul trebuie luat in asa fel incat [OA]=[OB]. Unde sunt punctele care
indeplinesc aceasti conditie? Pe mediatoarea segmentului [AB]. Ii indrumam pe elevi si observe ci
putem construi oricate cercuri vrem care sa treaca prin cele doud puncte, cu conditia ca centrul |

fie pe mediatoarea segmentului [AB]. %@
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Trecem la al treilea caz, cand se dau trei puncte necoliniare. Este primul contact al elevului cu
metoda intersectiei locurilor geometrice. Stim cd, pentru ca cercul sd treaca prin punctele A si B,
centrul trebuie sa fie pe mediatoarea segmentului AB, dar nu in orice punct al acesteia, deoarece s-ar
putea ca cercul sa nu treaca prin C. Dacd vrem ca cercul sa treacd prin B si C, centrul cercului se va
gasi pe mediatoarea segmentului BC, dar nu in orice punct al acestuia, deoarece s-ar putea ca cercul
sa nu treaca si prin A. Elevii pot deduce acum ca centrul cercului cautat este la intersectia celor doud
mediatoare, fiind punct egal departat de A si B, gasindu-se pe prima mediatoare si de B si C, gasindu-
se pe a doua mediatoare. Mediatoarele fiind unice, punctul O (intersectia mediatoarelor), este unic
determinat. Deci, existd un singur cerc care sd treaca prin punctele A, B si C. Cele afirmate pot
constitui o justificare intuitiva, accesibild pentru existenta si unicitatea cercului cu trei puncte date.
Nu este o demonstratie riguroasd deoarece nu raspunde intrebarii: “Cine ne asigura cad cele doua
mediatoare se intersecteaza intr-un punct”.

Deci o demonstratie riguroasad a problemei: “trei puncte necoliniare date determina un cerc si
numai unul” (si este bine sd-1 obisnuim pe elevi cu astfel de formuldri pentru a-1 pregati pentru
studiul geometriei din clasa a 1X-a) se poate face cu elevii care au un nivel mai ridicat de pregatire, in
cadrul cercului de matematica. Putem da apoi ca tema elevilor sa construiasca cercul ce trece prin
varfurile triunghiului ABC, alegand cazuri cand unghiul A al triunghiului are diferite masuri: 60°,
90°, 120°, 150°, dandu-le chiar denumirea cercului, aceea de cerc circumscris triunghiului, analizam
cazul cercului circumscris triunghiului dreptunghic.

Referitor la masura unghiurilor si a arcelor , se impun cateva probleme importante:

-sa explicam de ce spunem masura unghiului la centru = masura arcului cuprins si nu spunem
unghiul = arcul cuprins.

-sa explicdm de ce doud arce din cercuri necongruente pot avea acelasi numar de grade, desi
au lungimi diferite.

In aceastd etapa, elevul nu are bine fixati notiunea de egalitate in geometrie (suprapunere de
figuri) [ cuvantul egal 7i evoci in minte numere egale. Il vom ldmuri ci unghiul si arcul sunt figuri, si
figuri egale Tn geometrie sun cele care coincid.

La predarea temei: “Pozitiile unei drepte fatd de un cerc” vom arata mai intai ca o dreaptd nu
poate avea mai mult de doud puncte distincte comune cu un cerc, respectiv drepte care au un singur
punct comun cercului, numind de fiecare data pozitia dreptei fatd de cerc si scriind relatia care exista
in fiecare caz intre raza cercului si distanta de la centrul cercului la dreapta.

Tinand cont ca enuntul teoremei unghiului inscris este greu de inteles: ,,masura unghiului este
egald cu jumatate din masura arcului cuprins” (sunt termeni care trebuie explicati, interpretati), este
bine sa nu incepem cu enuntul ci cu unele consideratii intuitive care sa ne aseze pe linia Intelegerii
enuntului si a descoperirii demonstratiei.

o,

%@

TUL

CASA CORPULUI DIDACTIC TULCEA



Convorbiri didactice Nr.13
29 decembrie 2016

Fig. 6.1.

Dupa ce actualizam mai intai unele notiuni ca: masura unghiului la centru, unghi exterior unui
triunghi si faptul cd unghiul exterior de la varful triunghiului isoscel are masura egald cu dublul
masurii unghiului de la baza, desenam un cerc, un unghi la centru AAOB, stabilim masura lui, apoi
punem problema: ne inchipuim ca varful O al unghiului se muta intr-un punct M de pe diametru OA
pe semidreapta opusd semidreptei [OA. Ce se Intampla cu masura unghiului AMB cand M se
deplaseaza pe semidreapta considerata? Analizdm cazul cand M este pe cerc si ii vom deduce masura
cu ajutorul unghiului AOB exterior triunghiului isoscel MOB. Folosind definitia, ei pot deduce ca, in
acest caz, unghiul AMB este inscris in cerc si ii vor deduce masura (fig.6.1.). Se deseneaza figura cu
centrul 1n interiorul unghiului cu centrul in exteriorul unghiului, se deduce in fiecare caz masura
unghiului, apoi se formuleazd enuntul teoremei unghiului inscris.

Pentru fiecare vom sublinia etapele demonstratiei si faptul cd un caz particular serveste
descoperirii unei proprietati generale si demonstrarii ei. Aceasta tema se poate preda si astfel:

-se demonstreaza teorema referitoare la masura unui unghi cu varful pe cerc, care are una din
laturi secantd si cealaltd tangentd, masura unghiului respectiv este egala cu jumadtate din masura
arcului subintins de coardi. Intr-adevar avem: m(STA)= 90°- m(ATO)= m(TOP)= 1/2M(AT) unde
OP [ TA (se actualizeaza mai intai definitia tangentei, a proprietatii de a fi perpendiculara pe raza in
punctul de contact, a diametrului perpendicular pe o coarda, a masurii unghiului la centru, a
unghiurilor complementare. Folosindu-se aceasta teorema se poate deduce apoi teorema unghiului
nscris n cerc.
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Fig.6.2.

(Fig.6.3.)

Daca nivelul de pregatire al clasei permite, este bine sd se dea ambele metode de deducer:
masurii unghiului Tnscris, dacd nu in cadrul aceleasi ore, in cadrul cercului cu elevii clasei, sa
propund a doua metoda ca tema. Bineinteles, ca se vor da apoi aplicatii simple in care se cer
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calculeze unghiul cand se da arcul, sau arcul cand se da unghiul (masurile lor), apoi aplicatii mai
dificile din manual sau culegeri.

Pentru a face accesibila, unui numar cat mai mare de elevi, teorema arcului capabil de un
unghi dat, vom proceda astfel [

-desenam pe tabla (Fig.6.3.) cercul, punctele fixe A si B si punctul M mobil pe arcul mare
AB. Aratam cu degetul miscarea punctului M pe arcul considerat, oprindu-ne in anumite pozitii si
constatand cd masura unghiului AMB este aceeasi (=1/2 m(AB). Daca insa M iese in afard (ca M’ pe
figurd), unghiul se micsoreaza, dacad intrd in interiorul cercului, unghiul se mareste. Deci toate
unghiurile M care au aceeasi masura si laturile ce trec prin punctele fixe A si B se gdsesc pe arcul
mare $i humai pe acesta, sau pe unul simetric cu acesta fata de AB, situat in semiplanul opus. Vom
spune ca acest arc se numeste arc capabil de masura unghiului M. O demonstratie mai riguroasa (ca
cea din lucrare) o putem face cu elevii dotati n orele de cerc.

O prima observatie, dupa predarea teoremelor referitoare la patrulatere inscriptibile, este ca
patratul, dreptunghiul si trapezul isoscel sunt patrulatere inscriptibile. O altd observatie utila in
rezolvari de probleme este aceea ca un unghi interior al unui patrulater inscriptibil este congruent cu
unghiul exterior al unghiului opus (sunt congruente deoarece au acelasi suplement).

Proprietatile patrulaterului inscriptibil se consolideaza printr-un volum de aplicatii bine dozat
(ca numar si dificultate gradata), punandu-se accent pe cele privind linii si puncte importante in
triunghi. Selectionarea problemelor propuse pentru considerarea temei se face si in functie de nivelul
clasei, n asa fel ca dupa parcurgerea temei si elevul de notd minimd de promovare sd rdmana cu
convingerea cd, fiind dat un patrulater convex, cercul determinat de oricare trei dintre varfurile sale
nu trec totdeauna si prin al patrulea si cd, atunci cind trece, spunem ca patrulaterul este inscriptibil,
iar cand nu trece, spunem ca nu este inscriptibil.

.....

patrulaterelor se Tmparte in doud submultimi disjuncte, cea a patrulaterelor inscriptibile si cea a
patrulaterelor neinscriptibile, ca fiind dat un cerc, intotdeauna in el putem inscrie un patrulater
convex, reciproc insa, fiind dat un patrulater convex, nu exista intotdeauna un cerc care sa treaca prin
toate cele patru varfuri ale sale. In ceea ce priveste demonstrarea teoremelor si problemelor din
geometria cercului, trebuie sa facem 1n asa fel incat(’

-elevul sd ajunga la convingerea cd nu poate sd culeagd roadele studiilor sale matematice fara
eforturi deosebite, cd nu este suficient numai sa inteleaga rationamentele ce-1 sunt expuse, si sa
construiasca singur, pe baza lor, rationamente noi!

-sd observe corect care este ipoteza si care este concluzia unei teoreme pe care vrea sd o
demonstreze(]

-sa Inteleaga cd a demonstrat o teoremd, inseamna a trece prin rationament, de la ipoteza la
concluzie, ca trebuie dedusa concluzia din ipotezal

-sa stie ca in orice demonstratie se aratd ca concluzia are loc, in presupunerea ca ipotezy\

adevarata. e
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O importanta deosebitd o acordam definirii termenilor folositi sau reactualizarii definirii
termenilor folositi, deoarece nu se pot efectua rationamente asupra unor notiuni care nu au fost
definite.

Definitia aceluiasi termen poate adeseori sd ia mai multe forme, dintre care trebuie sa o
alegem pe cea mai indicata pentru scopul urmarit. Astfel, putem defini bisectoarea [AM a unghiului
ca semidreapta cu originea in A (varful unghiului), care face cu una din laturi, in sensul care convine
problemei, un unghi cu masura egald cu jumatate din masura celui initial.

Anumite teoreme ne ingaduie sd inlocuim o definitie printr-o alta echivalentd cu ea. Astfel, in
locul definitiei patrulaterului inscriptibil de a avea varfurile conciclice putem folosi una din
proprietatile inscriptibile de a avea unghiurile opuse suplementare sau un unghi din interior sd aiba
aceeasl masurd cu un unghi exterior celui opus. Experienta la catedrd arata ca, un numar mare de
constructii auxiliare nu sunt arbitrare, ci o consecinta directd a acestei reguli... Astfel, dacd vrem sa
ardtdm cd un punct M este pe cerc, 1l unim cu centru si aratam ca OM=r, conform definitiei cercului.
De multe ori 1nsd, aceastd constructie nu ajutd, ci alta, in care M se uneste cu trei puncte distincte
A,B,C ale cercului si se aratd apoi ca patrulaterul ABCM este inscriptibil.

Un alt aspect de care trebuie sa tinem cont in demonstratiile problemelor si teoremelor este
acela de a transforma datele ipotezei, 1n asa fel incat sa punem in evidenta concluzia, sau sa inlocuim
concluzia initiald cu alta, care o implica pe cea data, si care se deduce mai usor din ipotezd. De
exemplul] dreapta lui Simson. Daca dintr-un punct M situat pe cercul circumscris triunghiului ABC
coboram perpendicularele MP, MQ, MR pe cele trei laturi, picioarele acestor trei laturi sunt coliniare.
Tn locul concluzieil picioarele perpendicularelor sunt coliniare, folosim concluziall ABPR = ACPQ,
unde P= prmBC, R= pryBA, Q= prmAC. Congruenta se arata usor folosind patrulaterele inscriptibile
care apar, iar concluzia initiald reiese din faptul ca cele doud unghiuri sunt opuse la varf. (teorema
este demonstrata in cadrul lucrarii).

O atentie deosebitd o acordam formularii reciprocelor unor propozitii si demonstrarii
adevarului exprimat de ele, de multe ori prin reducere la absurd, metoda de demonstrare care consta
in a ardta ca, presupunand ipoteza adevarata si totodata concluzia falsa, ajungem la o contradictie, asa
cum este demonstratad in lucrare la capitolul ,,Teoreme si probleme clasice de geometrie”, reciproca
primei teoreme a lui Ptolemeu.

Stabilirea proprietdtilor geometrice se face folosind o anumita figura. Rationamentul se face
folosind indeaproape figura, dar judecatile se exprima cu ajutorul literelor puse ca notatii pe figura.
Desi judecidtile se fac pe o anumita figurd, concluzia este generala, valabild pentru toate figurile din
categoria respectiva.

Pentru a rezolva probleme de constructii, o prima conditie este ca toti elevii sa aiba rigla si
compas, apoi sd posede notiunile nvatate pana la cerc inclusiv, sd aiba deprinderi formate de a
construi mediatoarea unui segment, bisectoarea unui unghi, sa cunoasca proprietatile punctelor de pe
bisectoare, respectiv mediatoare. Sa stie sa construiascd cercul cand se da centrul si raza, sa ridice o
perpendiculara dintr-un punct al unei drepte, sa coboare o perpendiculara dintr-un punct pe o dreapta.
Cand au de rezolvat probleme de constructii geometrice, elevii au tendinta de a deduce rezolvarea

numai la efectuarea desenului. De aceea, 1i vom obisnui sd exprime in scris, etapele in ¢
efectuat constructia, in ce conditii au dus anumite linii, sau au liniat anumite puncte. Vom
elevilor, inca de la inceput, ca la orice constructie geometrica putem considera problema rezol
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vom analiza proprietdtile figurii, proprietati ce permit o inlantuire de constructii pana la obtinerea
rezultatului. Fiecare pas facut in constructia figurii trebuie justificat. Se fac precizari la numarul
solutiilor sau in ce cazuri avem solutii.

Rezolvarea problemelor de loc geometric se bazeaza pe cunoasterea unor locuri geometrice
uzuale, ca bisectoarea unui unghi, mediatoarea unui segment, arcul capabil de un unghi dat.

In general, ca o anumita figura si reprezinte locul geometric al punctelor M care au proprietatea
P, trebuie demonstrate doua propozitiil

1. Orice punct care are proprietatea P, apartine figurii F.
2. Orice punct al figurii F are proprietatea P

Daca am demonstra numai prima propozitie, am ajunge la concluzia ca toate punctele locului
cautat apartin figurii F, dar n-am putea preciza ca pe figura F nu se gasesc si puncte care sd nu aiba
proprietatea P. Daca am demonstra numai a doua propozitie, am ajunge la concluzia ca toate punctele
figurii F apartin locului cdutat, dar n-am preciza cd mai sunt totusi puncte in afara figurii F, care
apartin locului geometric.

In cele mai multe cazuri, problemele de loc geometric se reduc la probleme tipice de loc
geometric, deja studiate, greutatea constd in a le recunoaste. Caracteristic geometriei este faptul ca, in
principiu, toate adevarurile ei pot fi descoperite prin propria gandire.

Sarcina principald a predarii geometriei este sa puna elevii, dupa ce li se da un numar minim de
definitii — in prezenta problemelor, sd-i deschidd gustul, indemnandu-i sd descopere teoreme si
aplicatii, sd-1 sprijine, sd-i calauzeasca, atit cat este necesar in aceastd activitate vie si proprie de
descoperire. Tensiunea cautarii, emotia aflarii, constituie fenomenul psihic fundamental al copilului
in fata geometriei.
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